KOMUTACIONI SISTEMI
— Prilog A —



Prilog A

U okviru ovog priloga ¢e biti izloZeni osnovni principi i modeli teorije servisnih sistema
(engl. queueing theory).

A.1. Uvod u teoriju servisnih sistema

Ova teorija je Siroko primenjivana u oblasti telekomunikacija. Ona se zasniva na
predstavljanju jednog telekomunikacionog sistema ili njegovog dela kao servisnog sistema ¢ija je
uloga da obradi odgovaraju¢e poslove koje korisnici zahtevaju od njega. Opsti model servisnog
sistema je prikazan na slici A.1.1.
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Slika A.1.1. OpSti model servisnog sistema

Dolaze¢i

Osnovni elementi servisnog sistema su:

Dolazeéi korisnici — oni predstavljaju ulaz u servisni sistem. Korisnici dolaze u
servisni sistem sa ciljem da im servisni sistem pruzi odgovaraju¢u uslugu. Primeri
korisnika su: telefonski pretplatnici u telefonskim mrezama koji zahtevaju uslugu
telefonskog razgovora od telefonske mreze, paketi koji dolaze u komunikacioni
¢vor 1 zahtevaju da ih taj komunikacioni ¢vor prosledi do korisnika ili nekog
drugog komunikacionog ¢vora, itd. Korisnici se karakteriSu sa koli¢inom posla
koju nose (npr. telefonski razgovor moze biti kraci ili duzi i time su resursi
telefonske mreze krace ili duze zauzeti; Sto je duzi paket koji pristize u
komunikacioni ¢vor bi¢e potrebno vece vreme da se on prosledi dalje do sledeceg
komunikacionog ¢vora ili korisnika). Takode se definiSe i proces dolazaka u
servisni sistem koji predstavlja raspodelu dolazaka korisnika u servisni sistem.
Najcesce se koristi Poissonov proces dolazaka korisnika.

Odbijeni (izgubljeni korisnici) — to su korisnici koji su odbijeni od strane
servisnog sistema i kojima usluga nije pruzena. Najces¢i razlog je zauzece svih
resursa servisnog sistema, ali postoje i drugi kao npr. nizi prioritet od nekih
prioritetnijih korisnika koji dovode do odbijanja posluzivanja korisnika nizeg
prioriteta u slucaju kada je servisni sistem preopterecen i sl. Odbijeni korisnici
zato moraju ili ponovo pokusati (ponovo kao dolaze¢i korisnici) da dobiju uslugu
od servisnog sistema ili odustati od trazene usluge. (Na primer, ako nam
telefonski poziv bude odbijen usled zauzeca svih resursa telefonske centrale,
mozemo ili pokusati ponovo u nadi da su se resursi u meduvremenu oslobodili ili
odustati od Zeljenog poziva).



Odlazeéi korisnici — korisnici koji su posluzeni od strane servisnog sistema i
napustaju ga oslobadajuci pri tome resurse servisnog sistema koje su zauzimali.

Cekaonica — deo servisnog sistema u kom korisnici prihvaéeni od strane
servisnog sistema &ekaju da budu posluzeni. Cekaonica nije obavezan element
servisnog sistema tj. moze i da izostane, a ako postoji u realnosti je konacnog
kapaciteta iako se u teoriji koriste i modeli koji razmatraju cekaonicu
beskonacnog kapaciteta. Kapacitet ¢ekaonice po definiciji predstavlja maksimalan
moguc¢ broj korisnika u ¢ekaonici.

Radionica — u radionici se nalaze serviseri (kojih ima 1 ili vise) koji obraduju
poslove koje im donose korisnici. Kapacitet radionice je broj servisera u radionici.
Ukupan zbir kapaciteta ¢ekaonice i radionice daje kapacitet servisnog sistema koji
predstavlja maksimalni broj korisnika koje servisni sistem moze da prihvati. Za
servisere se uglavnom smatra da su podjednakih kvaliteta i da rade bez pauze t;.
kad god je neki serviser slobodan, a ima posla koji treba da se odradi on ga odmah
preuzima na obradu. Ali, postoje i modeli koji sadrze servisere koji se povremeno
odmaraju. U okviru radionice se definiSe i pojam disciplina posluzivanja koja
definiSe redosled kojim ¢e se korisnici, koji ¢ekaju u cekaonici, posluzivati.
Primeri discipline posluzivanja su: LCFS (Last Come First Served) — posluzuje se
korisnik koji je poslednji dosao u servisni sistem, FCFS (First Come First Served)
— posluzuje se korisnik koji je prvi doSao u servisni sistem, sa prioritetom —
posluzuje se korisnik najviSeg prioriteta, itd. Takode se definiSe i proces obrade
korisnika koja predstavlja raspodelu vremena obrade korisnika.

Kendall je 1951. g. uveo sistem oznacavanja servisnih sistema koji izgleda i funkcionise
na slede¢i nacin: A/B/m/k/VZ gde su definicije oznaka sledece:

A — proces toka dolazaka korisnika (vrednost M oznacava Markovljev proces
dolazaka)

B — proces obrade (vremena posluzivanja) korisnika (vrednost M oznacava proces
po eksponencijalnoj raspodeli)

m — broj servisera u radionici
k — ukupan kapacitet servisnog sistema

1 — broj korisnika koji dolaze u servisni sistem (koliki je ukupan broj potencijalnih
korisnika servisnog sistema, npr. broj telefonskih pretplatnika jedne telefonske
centrale)

Z — disciplina ¢ekanja u ¢ekaonici

Ukoliko je k ili I beskona¢no onda se ove oznake izostavljaju u Kendallovoj notaciji, a
takode se 1 Z izostavlja ukoliko je disciplina posluzivanja FCFS.

Primeri Kendallovih oznaka:

Sistem M/M/1 — Ovo je model servisnog sistema kod kojeg je tok dolazaka
Poissonov, obrada korisnika ima eksponencijalnu raspodelu, postoji jedan serviser
1 ¢ekaonica je beskonacnog kapaciteta (slika A.1.2).



e Sistem M/M/1/k — Sve isto kao u sluc¢aju M/M/1 sistema, samo sa razlikom da je
cekaonica konacna i kapaciteta k-1 (slika A.1.3).

e Sistem M/M/m — Sve isto kao kod M/M/1 sistema, samo sa razlikom da postoji m
servisera (slika A.1.4).
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A.2. Proces dolazaka Kkorisnika u servisni sistem

A.2.1. Aspekti posmatranja procesa dolazaka

Proces dolazaka korisnika predstavlja vremensku raspodelu dolazaka korisnika u servisni
sistem. Postoje tri aspekta posmatranja tokova dolazaka:

e Tackasti proces
e Brojacki proces

e Intervalni proces



U slucaju tackastog procesa se posmatraju vremenski trenuci dolazaka korisnika u
servisni sistem. Primer ovog aspekta posmatranja je dat na slici A.2.1.1.

U slucaju brojackog procesa se posmatra broj korisnika koji je usao u servisni sistem
tokom vremena. Primer ovog aspekta posmatranja je dat na slici A.2.1.1.

U slucaju intervalnog procesa se posmatraju vremena prvog dolaska i medudolazaka
korisnika u servisni sistem. Vreme prvog dolaska je vreme koje je proteklo od pocetka
posmatranja pa do dolaska prvog korisnika u servisni sistem, a vreme medudolaska je vreme
koje je proteklo izmedu dolaska dva uzastopna korisnika. Primer ovog aspekta posmatranja je dat
na slici A.2.1.1.

Tackasti 1 brojacki proces su diskretni procesi, pa se opisuju diskretnom raspodelom
verovatnoca tj. verovatno¢ama diskretnih dogadaja, a intervalni proces je kontinualan proces pa
se opisuje gustinom verovatnoce.
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Slika A.2.1.1. Aspekti posmatranja procesa dolazaka



A.2.2. Poissonov proces dolazaka

Poissonov proces dolazaka se moze posmatrati diskretno kao brojacki ili tackasti proces.
Uslov za Poissonov proces je da je verovatnoca P, {a(At): n} (verovatnoca da je u intervalu Az
doslo 7 korisnika):

1-AAt +0(At), n=0

R{a(At):n}: ﬂAt+0(At), n=1 (A.2.2.1)
O(At), n>1
gde je Ar—0 interval posmatranja, a o(Af) beskonaéno mala veli¢ina viseg reda tj.
llrr%%:o. Izraz (A.2.2.1) se u sustini tumaci na slede¢i nacin: moguca su samo dva
1> A

dogadaja u jednoj tacki (trenutku), korisnik dosao ili korisnik nije doSao. Verovatnoca da je u
jednom trenutku doslo viSe od jednog korisnika je beskona¢no mala veli¢ina viSeg reda. Za

Poissonov proces se definise verovatno¢a P, (f) (verovatnoéa da je u intervalu ¢ doilo n
korisnika) sa:

P,(t)= ) e, 120 (A2.2.2)
Ako se e * razvije u red onda se (A.2.2.2) moZe pisati kao:

a(t)zﬂ(l—zAz+i2(Az)2 —ﬁ(At)3 +j (A.2.2.3)
n! 2! 3|

Izrazi (A.2.2.1) 1 (A.2.2.3) su medusobno saglasni, §to se lako moze proveriti raCunanjem
izraza (A.2.2.3) za sve sluCajeve parametra n iz izraza (A.2.2.1). Takode, za Poissonov proces
vazi da su nepreklapajuéi intervali posmatranja nezavisni jedan od drugog.

Osobine Poissonovog procesa:
1) Definicija:
P,(t)= @e‘”, n=012,... (A2.2.4)
n!

2) Zbir svih verovatnoca je 1:

> P(1)=1 (A.2.2.5)
n=0
3) Srednja vrednost m (t):
m, ()= nP()=2t= A= mAt () (A2.2.6)
n=0

Parametar A oznacava protok dolazaka korisnika tj. prosean broj korisnika u
jedinici vremena.



4) Varijansa o :

00 o0

i =Y (n-m, ) P(t)=> n*P(t)-m, =it (A.2.2.7)

n=0 n=0

Parametar indeks disperzije se definiSe kao kolicnik varijanse i srednje vrednosti
slu¢ajnog procesa. Na osnovu indeksa disperzije se sluc¢ajni procesi klasifikuju u tri
grupe: gladak slucajan proces (indeks disperzije manji od 1), normalan slu¢ajan
proces (indeks disperzije je jednak 1) i hrapav slucajan proces (indeks disperzije veci
od 1). Kod Poissonovog procesa je indeks disperzije jednak 1 $to znac¢i da on spada u
grupu normalnih slu¢ajnih procesa. Poissonov proces je dobar za opisivanje dolazaka
korisnika u telefonskim mrezama, medutim, u paketskim mrezama procesi dolazaka
su hrapavi (saobracaj ima bursty prirodu) pa Poissonov proces tada ne predstavlja
dobru aproksimaciju.

5) Generisuca funkcija P(z).‘
P()= B0 }= 3 2" p, (0) = e (A2.28)
n=0

6) ' Gubitak memorije ' :

Posmatrajmo proizvoljna tri trenutka vremena ¢,,¢,it,, ¢, >¢, >t,. Neka je do

trenutka ¢, stiglo n, korisnika tj. A(z,)=n,, i=1,2,3. Nadimo uslovnu verovatnoéu:
P{A(ta): n, /A(tz): nzaA(tl): ”1}'
P{A(tz»): n, /A(tz): ”29A(t1): ”1}: P{n3 /n2>”1}:
_ P{”13”27n3};P{”1}P{”2 _nl}P{”s _”2}
P{”l’nz} P{”l}P{”z_”l}

(A.2.2.9)

:P{n3 _”2}

.
Sa = je oznafena primena osobine nezavisnosti izmedu nepreklapajucih intervala. Iz
konacnog rezultata (A.2.2.9) vidimo da trazena uslovna verovatnoca zavisi samo od
n,, aline i od n, tj. ranije predistorije 1 to se naziva osobinom 'gubitka memorije'.
Ova osobina se jo$ naziva i Markovljevo svojstvo pa se otuda Poissonov tok naziva i
Markovljev proces dolazaka.

n3
A
~ ~
np
AL
s ~N
ng Ny-ny n3-n;
| | | | .
| | | |
t
0 t t t3

Slika A.2.2.1. - Osobina gubitka memorije



7)

8)

9)

Uniformnost uslovnog dogadaja:

Neka je u servisni sistem do$ao 1 korisnik u intervalu (0,f). Zelimo da odredimo
kolika je verovatno¢a da se to desilo u intervalu (¢,,7,) ¢, <t, <t.

t, —t
Pn,—n,=1/n=1)= % (A.2.2.10)
Na osnovu (A.2.2.10) vidimo da su svi intervali iste duzine unutar intervala (0,7)
podjednako verovatni i da je bitna samo veli¢ina intervala, a ne i njegova pozicija.
Ova osobina se lako dokazuje iz osobine Poissonove raspodele da su intervali koji se
ne preklapaju medusobno nezavisni. Tada imamo izvodenje (A.2.2.11):

Pln,—n,=1/n=1}=

_ Pla(e,)=0P{A(r, —1,)=1}P{A(t—1,) =0} _
P{A(t)=1} (A.2.2.11)
ﬂ(tB —t, )e—/UAe -Atg- fA)e -A(t-tp) ~ ty,—t,
B Ate™ ¢

Zdruzivanje dva nezavisna Poissonova toka:

Ako zdruzimo dva medusobno nezavisna Poissonova toka sa parametrima A, 1 A4,
kao rezultat dobijamo opet Poissonov tok sa parametrom A, + 4,. To mozemo lako

da zaklju¢imo na osnovu posmatranja generiSu¢ih funkcija ta dva medusobno
nezavisna Poissonova toka koja zdruzujemo. Generisuc¢a funkcija rezultujuceg toka
je proizvod generiSucih funkcija tokova koje zdruzujemo:

P(z)= P (2)P,(z) = ™)) = o) (A2.2.12)

Na osnovu (A.2.2.12) lako zaklju¢ujemo da je rezultujuc¢i tok takode Poissonov sa
parametrom A, + A,.

ﬂ“l

A+ 4,

A
Slika A.2.2.2. Osobina zdruZivanja dva nezavisna Poisson-ova toka
Osobina razdruzivanja Poissonovog toka:

Neka je dat Poissonov tok sa parametrom A . Neka se korisnici iz tog toka razdeljuju
na k tokova pri ¢emu je verovatnoca da korisnik iz dolaznog toka zavrsi u i-fom toku

k
P;. I neka je ZR =1. Tada je svaki od k tokova, dobijenih razdvajanjem od glavnog

i=1
toka, Poissonov tok sa parametrom A, =AP,i=1.k. U bilo kom drugom nacinu

razdvajanja glavnog toka dobijeni tokovi nece vise biti Poissonovi. Dokazimo za
slu¢aj dva rezultujuca toka:



P{Al(t),Az(t)/A(t)}zP{nl,nz /(”1 +”2)}:P{”1 +n2}P{n1,n2}

Poissonova raspodela (dolazni tok koji razdvajamo):

~ (lt)nl-#nz o
P{I’ll + n, } = me
Polinomijalna raspodela ( parametar n = 2): (A.2.2.13)
P{l’ll 5n2}= (nl +n2)!1)]"11)2"2
n!n,!
= Pl +m Pl )= BB goim OB ine_ iy ap )
n,! n,!
PA
/-
A
|
|
|
k B
P=1
i=0

Slika A.2.2.3. Osobina razdruZivanja Poissonovog toka
10) Verovatnoca prvog dolaska i verovatnoca medudolazaka:
Slucajna promenjiva koja oznacava trenutak dolaska prvog korisnika se obelezava sa
&, a slucajna promenjiva koja oznaCava vreme izmedu dva uzastopna dolaska

korisnika se obelezava sa 7. Ove veli¢ine mogu se videti i1 na slici A.2.1.1. Posto su
ovo kontinualne veli¢ine onda se koristi gustina raspodele za obe slucajne
promenjive. U slu¢aju Poissonovog toka dolazaka gustine raspodele za obe slucajne

promenjive (w; (t) 1w, (t)) su identi¢ne eksponencijalne raspodele:
w,(t)=w,(t)=2e",120 (A.2.2.14)

Ovo vazi samo kod Poissonove raspodele tj. Poissonovog toka dolazaka, inace ova
osobina ne vazi tj. gustine raspodele w, (t) i w,(¢) nisu iste u ostalim slu¢ajevima.

Dokaz da je gustina raspodele eksponencijalna raspodela se izvodi na slede¢i nacin:

=
- ~ J t
T

Slika A.2.2.4. - Dva uzastopna (susedna) dolaska



PX <t}=P(t)=¢™*

S Plr<X}=1-PX <t}=1-¢" (A.2.2.15)

= w ()= %p{f < X)= e

Uzeto je da u intervalu X nije doSao nijedan korisnik i otuda P{x<z‘}=PO(x).
Analogno je izvodenje i za slucaj gustine raspodele dolaska prvog korisnika.

11) Osobina stacionarnosti Poissonovog toka

A(r)

Brojacki proces A(¢) je stacionaran ako vaZi limT:const. Posto za Poissonov
t—
tok vazi:
. Ale
hmT() =1 (A.2.2.16)
t—w

onda sledi da je Poissonov tok stacionaran. Prikaz ove osobine je dat na slici A.2.2.5.

A(t) A Ut

Vv

Slika A.2.2.5. Osobina stacionarnosti Poissonovog toka
A.2.3. Generalizovani Poissonov tok (proces ’Cistog radanja’)

Kod Poissonovog toka dolazaka smo videli da svi medudolasci imaju istu gustinu
raspodele, a to je eksponencijalna raspodela sa parametrom A data u (A.2.2.14). Kod
generalizovanog Poissonovog toka svi medudolasci takode imaju eksponencijalnu gustinu
raspodele, ali se parametar 4 menja od dolaska do dolaska tj. A # const. Posto A zavisi od
broja prispelih korisnika onda se taj parametar obelezava sa A, , n=0,1,2... Takode, 1 u slucaju
generalizovanog Poissonovog toka vazi da su svi medudolasci medusobno nezavisni. U slucaju
daje 4, =4, =4, =...=1 tada je to Poissonov tok razmatran u sekciji A.2.2. Generalizovani
Poissonov tok se jo§ naziva i proces 'Cistog radanja', a razlog za to se lako moze izvesti ako se
pogleda slika A.2.3.1 jer u ovakvom posmatranju procesa imamo samo pristizanje (‘radanje’)

korisnika, a ne i odlaske (‘umiranje') korisnika tako da imamo samo akumulaciju korisnika u
sistemu.
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1- A,At +o(At) 1- LAt +o(At) 1- 4,At +0(At)

At +o(At) >N AAr+0(A1) N A,At+0(At)
<0, ~2) > -

Slika A.2.3.1. Dijagram toka za proces '¢istog radanja'

Na slici A.2.3.1 krugovi obelezavaju stanje sistema tj. broj korisnika u sistemu, a posto
korisnici u ovom slu¢aju samo dolaze, ali ne odlaze onda je to i broj korisnika koji je dosao u
sistem.

A.2.4. Obnavljajudi proces (tok)

Za proces (tok) dolazaka kazemo da je obnavljaju¢ ako svi medudolasci imaju istu (bilo
koju) gustinu raspodele i medusobno su nezavisni. Ako je raspodela eksponencijalna onda je to
Poissonov tok.

A.3. Procesi obrade korisnika

U teoriji servisnih sistema pored procesa dolazaka korisnika koji opisuje kako korisnici
pristizu u sistem, definiSe se jo§ jedan vaZan proces, a to je proces obrade korisnika. Kada
korisnici stignu u sistem, ako budu prihvaéeni onda oni eventualno ¢ekaju u ¢ekaonici pa predu u
radionicu ili odmah udu u radionicu gde ih obraduje serviser. Svaki korisnik sa sobom nosi svoj
posao koji servisni sistem treba da obradi. Tu obradu vrSe serviseri iz radionice. Vreme koje
korisnik provede u radionici je vreme obrade korisnika i ono se smatra slu¢ajnom veli¢inom u
teoriji servisnih sistema. Posto u opStem slu€aju korisnici nose razli¢ite koli¢ine posla sa sobom
onda se 1 vreme koje korisnik provede u radionici dok se posao ne zavrsi razlikuje od korisnika
do korisnika. Svaki serviser se karakteriSe kapacitetom servisera koji u stvari predstavlja koliko
posla serviser moze da obavi u jedninici vremena. Tako da se vreme obrade po korisniku u
jedinicama moZe definisati na slede¢i nacin:

vreme obrade po korisniku = koli¢ina posla koju nosi korisnik / kapacitet servisera
koli¢ina posla koju nosi korisnik = jedinica posla / korisnik
kapacitet servisera = jedinica posla / jedinica vremena
vreme obrade po korisniku =jedinica vremena / korisnik

Vreme obrade korisnika je vreme od trenutka kad je korisnik usao u radionicu do trenutka
kad je korisnik izaSao iz radionice i smatra se kontinualnom pozitivnom slu¢ajnom veli¢inom
koja se obelezava sa &.

Korisnik u$ao Korisnik izasao iz
u radionicu radionice

& »
< 1

Y A 4 >

»

t
Slika A.3.1. Slu¢ajna promenjiva vremena obrade korisnika
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A.3.1. Eksponencijalna raspodela vremena obrade korisnika

U ovom sluc¢aju & ima eksponencijalnu gustinu raspodele i ovaj slucaj se u Kendallovom
sistemu oznacavanja oznacava sa M. Definicija funkcije gustine raspodele za eksponencijalnu
raspodelu je data u (A.3.1.1). Na slici A.3.1.1 je prikazana funkcija gustine raspodele za dve
vrednosti parametra p. Sa slike A.3.1.1 se moze primetiti da §to je ve¢a vrednost parametra p to
je strmija kriva funkcije gustine raspodele u pocetnom delu.

wf(x):,u-e_“",xZO (A.3.1.1)

“\‘ﬂl

0.8F |

0.6

Slika A.3.1.1. Eksponencijalna raspodela (funkcija gustine)
Osobine eksponencijalne raspodele:

1) Povrsina ispod funkcije gustine raspodele je jednaka 1

0

Jw.(x)e =1 (A3.1.2)

0

2) Prosecno vreme obrade korisnika (srednja vrednost)
E=m, :E(f):jxwé(x)d =— (A3.1.3)
0

3) Varijansa

052 :(5—2)2 :T(x—mg)zvt{f()c)cz’)c=L2 (A3.1.4)

4) Generisuca funkcija ® f(s)

12



i —8X /
D.(s)= dx =
{;(s) ?[e W, (x) X . (A3.1.5)

5) Odsustvo memorije (Markovljevo svojstvo)

PiE>t+x,E>t) .fue’““du )
PlE>t+x/E>t)= P{f:’t} = =L e (A.3.1.6)
J.,ue"””du ¢

Na osnovu (A.3.1.6) vidimo da rezultat ne zavisi od ¢ pa odatle zaklju¢ujemo da
eksponencijalna raspodela ima Markovljevo svojstvo tj. svojstvo odsustva memorije.

6) Veza sa Poissonovom raspodelom
Posto su vremena obrade korisnika medusobno nezavisna i sve obrade imaju
eksponencijalnu raspodelu sa istim parametrom g onda izlasci iz radionice t;.

servisnog sistema (zavrSeci obrade) odgovaraju Poissonovom toku sa parametrom
A=u.

A.3.2. Erlangijanova raspodela

Erlangijanova raspodela se izvodi iz eksponencijalne raspodele. Kendallova oznaka za
ovaj slucaj je Ei, gde k oznacava Erlangijanovu raspodelu k-tog reda. Ova raspodela
podrazumeva da korisnik ide na obradu kod prvog servisera, a kad kod njega zavrsi ide kod
drugog 1 tako sve do k-tog servisera, pri ¢emu svih k servisera ima istu eksponencijalnu
raspodelu sa istim parametrom u :

w, (x)=p-e",x20 i=12,..k (A.3.2.1)

A
A\ 4

\ 4 v ,
t

Slika A.3.2.1. Slu¢ajna promenjiva Erlangijanove raspodele

Kao $to se vidi sa slike A.3.2.1 slu¢ajna promenjiva & koja odgovara ukupnom vremenu
obrade je jednaka zbiru pojedinacnih vremena obrade, tj. slucajnih promenjivih &, (i=1,2,...k)

koje njima odgovaraju:
E=&+E,+...+8, (A.3.2.2)

Posto su & medusobno nezavisne onda je generiSuca funkcija Erlangijanove raspodele
D, (s) jednaka proizvodu generisuéih funkcija pojedina¢nih eksponencijalnih raspodela ® ‘ (s):
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mf(s):[%(s)]k{ A T (A3.2.3)

S+ u

Izraz (A.3.2.3) predstavlja generiSu¢u funkciju za Erlangijanovu raspodelu. Inverznom
transformacijom tog izraza dobijamo gustinu raspodele za Erlangijanovu raspodelu:

k—1
w,(x)= ,UME’“, x>0 (A.3.2.4)

(k-1)

A.3.3. Deterministi¢ka raspodela

Kendallova oznaka za ovu raspodelu je D. Ova raspodela podrazumeva da svi korisnici
imaju istu koli¢inu posla tj. vreme obrade svakog korisnika je isto (& =T =const., gde je T

fiksno vreme obrade korisnika). Gustina ove raspodele je data u (A.3.3.1) i predstavlja Dirakov
impulsu x=T7":

w;(x)=8(x~T) (A3.3.1)
Srednja vrednost ove raspodele je 7' (m, =T ), a varijansa je nula (ag =0).

Wg (X)A

T X
Slika A.3.3.1. Deterministicka raspodela (funkcija gustine)
A.3.4. Generalna raspodela

Kendallova oznaka za ovu raspodelu je G. Ova raspodela podrazumeva da za gustinu
raspodele imamo bilo koju funkciju f{x) koja zadovoljava sledece uslove:

wg(x)zf(x), x>0
f(x)=0, x<0

oo (A3.4.1)
If(x)dx =1

Pri tome pretpostavljamo da su za funkciju f{x) poznati parametri: srednja vrednost m, i

varijansa o 52 .
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A.4. Procesi koji opisuju stanje sistema

Na slici A.4.1 je prikazan jedan servisni sistem sa obeleZenim svim relevantnim
parametrima sistema:

Servisni sistem
portir ¢ekaonica radionica
A(t) N0 B | Na® | N0 D()
Tq(t) Ty(t)
N T(t)
v L)

Slika A.4.1. Servisni sistem
Definicije parametara servisnog sistema:

N(f) — Broj korisnika u servisnom sistemu u trenutku ¢
N,(f) — Broj korisnika u ¢ekaonici u trenutku ¢

N4(t) — Broj korisnika u radionici u trenutku ¢

1(t) — Vreme zadrzavanja korisnika u sistemu

T,(f) — Vreme cekanja korisnika u ¢ekaonici

T4(t) — Vreme obrade (servisiranja) korisnika

A(f) — Tok dolazaka korisnika u servisni sistem

B(#) — Tok korisnika koji su primljeni na obradu

L(t) — Tok korisnika koji su odbijeni (izgubljeni)

D(t) — Tok odlazaka korisnika iz servisnog sistema

Ocigledno je sa slike A.4.1 da vaze sledece relacije:

N(t)=N,(t)+ N, ()

A4.1
70)=7,0)+7.0) AAD
Pretpostavljamo da je tok dolazaka A(¢) stacionaran proces tj. da vazi:
. A
llmﬁ = A = const. (A.4.2)

t— t

Takode pretpostavljamo da servisni sistem ima mo¢ da obradi sve korisnike koje primi na
obradu, a to znaci da pretpostavljamo i da su tokovi L(¢) i D(t) takode stacionarni:

limit)

t—© t

=V
(A4.3)
lim@=ﬂ,—}/=PL/l

t—>0 t
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Parametar A oznaCava protok korisnika koji dolaze u servisni sistem, a y oznaCava
propusnost sistema tj. protok korisnika koji napusStaju servisni sistem obavljenog posla. Py
oznacava verovatno¢u gubitka korisnika, a P, A4 je protok izgubljenih korisnika. Iz izraza za
stacionarnost toka L(7) u (A.4.3) vidimo da pretpostavljamo da vazi konzervacija protoka tj.

[4(t)=L(t)+D(r)] . (A.4.4)
Takode, vazi da je
}im%t) =y = const. (A4.)5)

N(1) je broj korisnika u sistemu u trenutku ¢ i to je slu¢ajna veli¢ina koju nazivamo stanje
sistema. Sa slike A.4.2, jasno se vidi da je:

N(¢)= B(t)- D(t) (A.4.6)

A B(t)

N(t) D(t)

t

Slika A.4.2. Definicije osnovnih veli¢ina servisnog sistema

1(¢) je vreme zadrzavanja prihvacenih korisnika u servisnom sistemu i to je takode
slu¢ajna veli¢ina, a na slici A.4.2 se vidi kako se definiSe ta slucajna veli¢ina. Obi¢no nas
interesuju srednje vrednosti ovih dveju slucajnih veli¢ina, kao i ekvivalentnih slu€ajnih veli¢ina
koje se odnose na ¢ekaonicu i radionicu (Ny(f), N(?), T(?), T\(¢)). Za srednje vrednosti navedenih
slu¢ajnih veli¢ina, vaze identine relacije kao 1 za same slucajne veli¢ine date u (A.4.1):

N=N,+N,
(A.4.7)
T=T,+T,
Sve oznake u (A.4.7) se odnose na srednje vrednosti odgovarajucih slucajnih veli¢ina.

Verovatno¢a da se servisni sistem nalazi u stanju n (u sistemu se nalazi n korisnika)
oznaavamo sa p, (t):

P{N(t)=n}=p,(t), n=012,...k, (A.4.8)
gde je sa k je obelezen kapacitet servisnog sistema.

Smatra¢emo da je ispunjen uslov stacionarnosti tj. da je:

limp, ()= p, (A.4.9)
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Kad se sistem nalazi u stacionarnom stanju to znaci da su verovatnoce stanja konstantne i
samim tim ne zavise od vremena. PoSto smatramo da je ispunjen uslov stacionarnosti servisnog

sistema onda ¢emo verovatnoCe stanja obelezavati sa p, (verovatnoc¢a da se servisni sistem
nalazi u stanju n, odnosno da se u sistemu nalazi n korisnika). Verovatnoce stanja p odgovaraju
aspektu posmatraca sa strane, tj. to je verovatnoc¢a da posmatrac sa strane vidi sistem u stanju n,
odnosno vidi da je broj korisnika u sistemu jednak 7.

S druge strane definiSe se jo$ jedna verovatnoca, a to je verovatnoca zateCenog stanja
koja odrazava aspekt posmatranja stanja sistema iz ugla korisnika koji dolazi u sistem. Te
verovatnoce se obelezavaju sa ¢, 1ona oznacava da ¢e korisnik koji ude u servisni sistem zate¢i

sistem u stanju » tj. da ¢e zateCeni broj korisnika u sistemu biti ». Nadimo zavisnost izmedu
verovatno¢a p, 1gq,.

q,(t)=P{N(t)=n/A(t+At)- Alt)=1} =

P{N(t)=n, At + At)- A(t)=1}
PlA(e+a)-A@)=1}

P{N(t)=n, At + At)- A(t)=1}

L PN = A+ An)- ) =1} A410)
P{N(t)=n}P{A(t+Ar)- A(t)=1/N(t)=n} _

£ PING) = nbPLA(+ A )= () =1/ N ()= n}

_ pn(t)[/i At +0(Ar)] n— L2k

M=
<
3
=
=
éu
>
-~
+
S
—
B>
-~
ﬁ

Sa k je obelezen kapacitet servisnog sistema (k — oo za beskonaCan kapacitet). Ukoliko
posmatramo stacionaran rezim i pustimo da ¢ — oo dobijamo verovatnocu zatecenog stanja u
stacionarnom rezimu:

b
g, =—L " n=012,..k
3 (A4.11)

n=0
U opstem slucaju je p, #q,, tj. verovatnoca stanja sistema zavisi od ugla posmatraca.
Ukoliko vazi jednakost p, =g, onda kaZzemo da tok dolazaka ima osobinu PASTA (Poisson
Arrivals See Time Average). Poissonov tok dolazaka ima osobinu PASTA $to se lako dokazuje:
A, =1

A A
:qn — pn n — kpn — kpl’l — p}’l :pn (A'4'12)

k
Spd Spa Yoo !
n=0 n=0 n=0

Kod servisnih sistema konacnog kapaciteta se uvode jos i pojmovi verovatno¢e blokade
P, 1 verovatnoce izgubljenog korisnika P, . Verovatnoca blokade je verovatno¢a da posmatrac¢
sa strane vidi da je sistem pun:
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Py = p; (A.4.13)

Verovatno¢a izgubljenog korisnika (gubitka korisnika) je verovatnoc¢a dogadaja da
korisnik na ulasku u sistem zatekne pun sistem:

P =q, (A.4.14)
Sa k je oznaCen kapacitet servisnog sistema.

Ako vazi PASTA onda je P, = P,. Iz uslova konzervacije protoka (protok na ulazu u
sistem je jednak zbiru tokova izgubljenih korisnika i toka obradenih korisnika) imamo relaciju:
A(t)=D(t)+ L(¢)

A4.15
=>A=y+P A ( )

Za sisteme beskona¢nog kapaciteta imamo da je P, =0, pa odatle sledi da je y=A1.
Servisni sistem je stabilan ako je verovatnoca da se sistem nalazi u praznom stanju razli¢ita od
nule (p, #0) 1 da je verovatnoca da u sistemu ima beskonacno mnogo korisnika jednaka 0

(p, > 0). Ovakav sistem je dobar sistem jer u suprotnom bi doSlo do nagomilavanja

beskonacno mnogo korisnika u sistemu, pa bi sistem prakti¢no predstavljao neku vrstu crne rupe.
Takode, da bi sistem bio dobar neophodno je da sistem povremeno bude prazan posto to
oznacCava da sistem stize da obradi sve zahteve pa je to znak da je sistem dobro projektovan.

A.4.1 Littlova (Little-ova) teorema
Littlova teorema kaze da za stabilan sistem vazi relacija:
N =T (A4.1.1)

Pri tome je N — srednji broj korisnika u sistemu, 7" srednje vreme zadrzavanja korisnika u sistemu
1 y protok obradenih korisnika na izlazu iz sistema.

Pored primene ove relacije na ceo servisni sistem, ova relacija se moZe primeniti i na
delove servisnog sisterma: radionicu i ¢ekaonicu:

Ny =T

(A.4.1.2)
Ny =711,

Pri tome je N, - srednji broj korisnika u Cekaonici, N - srednji broj korisnika u
radionici, T, 0

korisnika u radionici. Ova teorema vazi za bilo koju disciplinu ¢ekanja.

Dokaz:

- srednje vreme Cekanja korisnika u cekaonici, 7 - srednje vreme servisiranja

Posmatrajmo proizvoljni stabilni servisni sistem sa disciplinom ¢ekanja FCFS. Oznac¢imo
sa A(t) brojacki proces dolazaka korisnika u cekaonicu sistema, a sa D(f) brojacki proces
odlazaka korisnika iz radionice sistema i pretpostavimo da su ovi procesi ergodiCni, t;j.
pretpostavimo da vazi:
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limA® _ i 29 _

t—0 t t—0 t

(A.4.1.3)

pri ¢emu y predstavlja protok odlazaka korisnika. Neka je N srednji broj korisnika u sistemu, a 7'
srednje vreme zadrZavanja korisnika u sistemu. Tada vazi, po Littlovoj teoremi:

N =yT (A4.1.4)
Ova relacija poznata je kao Littlova formula.
A A@1), D(2)
A(t)

7; TJ:_,_
N(@)
— RIRAW:0)
t, Ly Ly, t >

Slika A.4.1.1. Elementi za dokazivanje Littlove formule

Da bi dokazali tacnost Littlove formule posmatrajmo sliku A.4.1.1. Na ngj su
predstavljeni brojacki priocesi A(¢) 1 D(¢). Dodatno, sa N(¢)=A(t)-D(¢) oznacen je broj korisnika u
sistemu u trenutku ¢, a sa T~=tp-t4 zadrzavanje i-tog korisnika u sistemu (koji je dosao u
¢ekaonicu u trenutku 74, a napustio sistem u trenutku #p;), 1 sa T*=t-t4; zadrzavanje j-tog
korisnika u sistemu (koji do doSao u trenutku z4;, a do trenutka t nije napustio sistem). Imajuci u
vidu da iznos “skoka” procesa A(¢) i D(¢) iznosi 1 po korisniku, lako se uveravamo da ukupno
vreme zadrzavanja korisnika, S(7), do trenutka ¢ iznosi:

D(t) A(t)

SO=>T+ YT = jN(u)du (A.4.1.5)

i=D(t)+1

Na slici A.4.1.1, S(?) je predstavljena kao osencena povrsina. Dalje, prema definiciji za srednju
vrednost imamo:

N= lim% j N(u)du = 1im@ (A.4.1.6)
[—0 t—0
0
i
1 D(t)
T=lim—>'T A4.1.7
t—0 D(l‘) 1 ! ( )

Mnozeci i dele¢i desnu stranu jednacine (A.4.1.6) sa D(¢) i koriste¢i (A.4.1.5), dobijamo:
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D(1) A(t)
N =1im 2D fim L T, + lim—— T’ (A.4.1.8)
oo D(F) 05 =0 D(1) 1=y

Ako je sistem stabilan, tada nema beskonanog nagomilavanja korisnika (tj. sistem
povremeno mora da bude prazan), odakle zaklju¢ujemo da vredi:

A1)
lim—— YT =0 (A.4.1.9)
== D(t) i—DZt)H

Konac¢no, imajuci u vidu definicije (A.4.1.3) 1 (A.4.1.7) dobijamo relaciju (A.4.1.4), ¢ime
je Littlova formula dokazana kada su u pitanju srednje vrednosti po vremenu. Za vec¢inu sistema,
u uslovima statistiCke ravnoteze, vreme zadrzavanja i broj korisnika u sistemu ispunjavaju uslov
ergodi¢nosti. Stoga, u takvim sistemima vredi Littlova formula i kada se N i T dobijaju kao
statisticke srednje vrednosti.

Littlova formula vredi i za delove servisnog sistema. Saglasno tome imamo:

N, =T, (A.4.1.10)

Ny =T =% (A4.1.11)

gde su Np 1 Tp srednji broj korisnika u ¢ekaonici i srednje vreme ¢ekanja, Ny 1 Ts srednji broj
korisnika u radionici i srednje vreme posluzivanja (servisiranja).

Na kraju napomenimo, da Littlova formula vredi i za druge discipline ¢ekanja. Posto je
sistem stabilan, onda je sistem povremeno prazan, pa i dalje nezavisno od discipline ¢ekanja vazi
(A.4.1.9). Potom, u izrazu (A.4.1.7) veli¢inu 7; predstavimo kao razliku vremena odlaska #p; i
vremena dolaska 74, a zatim sumu razlika predstavimo kao razliku suma. U razlici suma ¢emo
poredati dolaske i odlaske po njihovom redosledu desSavanja, tj. ne redamo ih po korisnicima.
Ovakvim redanjem opet dobijamo izraz za veli¢inu osencene povrsSine sa slike A.4.1.1, odnosno
ukupnog vremena zadrzavanja korisnika u sistemu S(¢). Ostatak izvodenja ostaje identi¢an kao u
FCFS slucaju. Prema tome, za sve discipline posluzivanja vazi Littlova formula. Slika A.4.1.2
ilustruje na jednom konkretnom primeru da osencena povrSina i dalje odgovara ukupnom
vremenu zadrzavanja korisnika u servisnom sistemu nezavisno od discipline posluzivanja.
Vreme zadrzavanja svakog od korisnika je obelezeno drugac¢ijom bojom.

Slika A.4.1.2. Osencena povrsina odgovara ukupnom vremenu zadrZavanja svih korisnika
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A.S. Model ’radanja i umiranja’

Po definiciji ovog modela vazi relacija A.5.1:

u,At+o(At), k=-1

1-(4, +u,)At +o(At), k=0

A,At+o(At), k=1 (A5.1)

0, inace

P{N(t+At)=n+k/P{N(t)=n}}=

u,A, 2010 u, =0
Relacija (A.5.1) u stvari zna¢i da se u nekom odredenom trenutku vremena (f — 0) moze
desiti neki od moguca 3 dogadaja:
e Iz sistema je otiSao jedan korisnik (k = -1)
e U sistem je usao jedan korisnik (£ =1)
e Niti je uSao korisnik u sistem, niti je izaSao iz njega (k =0)

Svi ostali dogadaji su nemogucdi tj. verovatnoca da se oni dese je beskonacno mala veli€ina viSeg
reda. Na slici A.5.1 je graficki prikazan dijagram stanja sistema na nivou protoka korisnika:

=2 A 1= (2 + 20 )AL= (2, + o, At 1= (4, + a1, At 1=(2, + p,)Ae 1=(2,,,, + 4, At

Slika A.5.1. Dijagram toka za model 'radanja i umiranja'

A.5.1. Diferencijalno-diferencne jednacine
Postavimo izraze za p,(t+At) i p, (¢ +At) koji predstavljaju da ¢e se sistem u trenutku
t + At naciu stanju n, odnosno 0:
p,(t+At)=p, (61 - 2,4t — At + o(At)]+ p, (¢4, Af +o(At)]+
+ P (O, A1 + 0(A2)]+ 0(AL), 7 >0 (A5.1.1)
po(t+At)= p, (1= 2,41 + o(At)]+ p, (¢ ), At + o(A)] + 0(At), n=0

Na osnovu (A.5.1.1) vidimo da u stanje » u trenutku ¢+ Ar mozemo preci iz stanja n-1/
ako je doSao jedan korisnik u sistem u A¢ intervalu, iz stanja n+/ ako je iz sistema otiSao jedan
korisnik u Az intervalu, ili ako u Ar intervalu nije ni doSao ni otiSao nijedan korisnik. Za stanje
0 nemamo slucaj da dode korisnik u intervalu Ar iz prethodnog stanja jer prethodnog stanja
nema. Takode, ako je sistem ostao u stanju 0 tada samo nije doSao nijedan korisnik, s obzirom da
u stanju 0 nema korisnika pa time nijedan korisnik nije ni mogao oti¢i.

Dalje, (A.5.1.1) mozemo pisati kao:
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n-1

2l blop ) ol ) o 2, + 420

At
O(At) O(At)
+ P (Z){Um Mve }—A ~ n>0 (A.5.1.2)
polt+At)=py(t) _ o(At) o(ar)] olar)
A = po(t Ay + AL +p1(t M+ Az + Az n=0

Ako pustimo da Az — 0 tj. posmatramo beskonacno mali interval (prakticno jedan
trenutak) dobijamo diferencno-diferencijalne jednacine:

dp \t
p#o = /,liz—lpn—l (t)_ [/,Ln + lun ]pn (t)+ /un+1pn+1 (t)’ n> 0
t
dp (t) (A.5.1.3)
;t = _/10170([)"' /ulpl(t)’ n=0
Pocetni uslov podrazumeva da je sistem u pocetku (7 = 0) bio prazan:
0)=0, 0
p,(0)=0, n> (A5.1.4)

po0)=1, n=0

Pri tome, u svakom trenutku je zbir svih verovatnoc¢a 1 (an (t) =1). Naslici A.5.1.1 je
n=0
prikazano tipi¢no reSenje za stabilni sistem.

p. ()4

N
=

Prelazni rezim

po@)

pKﬁ
P, (t)

p.(t)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: >
| t

|

Stacionarni rezim

Slika A.5.1.1. ReSenja za verovatnoée stanja modela 'radanja i umiranja'

Sa slike A.5.1.1 vidimo da razlikujemo dva rezima, prelazni rezim i stacionarni rezim. Za
stabilni sistem verovatnoc¢a da se u sistemu nalazi beskona¢no mnogo korisnika tezi nuli. Kod
nestabilnog sistema ova verovatnoc€a je razli¢ita od nule, pa je to servisni sistem koji je loSe
projektovan i ne stize da obradi sve korisnike pa se oni ¢itavo vreme gamilaju u sistemu t;.
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sistem predstavlja svojevrsnu crnu rupu za korisnike. U nastavku ¢emo posmatrati stacionarni
rezim tj. za dovoljno veliko ¢ vazi p,(t)= p, .

A.5.2. ReSenje u stacionarnom reZimu

Posto su verovatnoce stanja sada konstantne onda sledi:

M:o, n>0 (A.5.2.1)
dt

Tada iz uslova (A.5.2.1) i izraza (A.5.1.3) dobijamo globalne diferencne jednacine:

Z’n—lpn—l - [ﬂ’n + lun ]pn + /un+1pn+1 = Oa n> 0

Cdupy+ap, =0, n=0 (A.5.2.2)
Iz globalnih diferencnih jednacina moZemo da dobijemo relacije:
APy = Bt Pt = A oy =Py =y sy = My Poy = =Dy — 4P =0 (A5.2.3)
Na osnovu (A.5.2.3) piSemo lokalne diferencne jednacine:
APy = My Pry =0, 120 (A.5.2.4)

Na osnovu globalnih diferencnih jednacina vidimo da vazi zakon o konzervaciji protoka
za svaki ¢vor tj. stanje sistema. MoZemo re¢i da postoji ravnoteza izmedu ulaza i izlaza:

A’n—lpn—l +ll’ln+1pn+1 :/?‘npn +/anna (A525)

gdeje A, _,p,,+u,.,p,. ulaz u stanje n (doSao korisnik pa se preslo iz stanja n-1 u stanje n ili

otiSao korisnik pa se iz stanja n+1 preSlo u stanje n), A p +u p, izlaz iz stanja n (doSao

korisnik pa se iz stanja n preslo u stanje n+1 ili otiSao korisnik pa se iz stanja » preslo u stanje n-
1). Jedino je za stanje n=0 izraz (A.5.2.5) redukovan na:

Dy = 4Dy (A.5.2.6)

jer nema stanja n =—1. Lokalne diferencne jednacine takode predstavljaju odraz konzervacije
protoka:

/’ln+1pn+l = /1npn 9 (A.5.2.7)
gde je u ., p,. ulazstanjan, A p izlaz stanja n na preseku izmedu dva susedna stanja n i n+1.

Razlika izmedu globalnih i lokalnih diferencnih jednacina je prikazana na slikama
A.5.2.1 (globalne) 1 A.5.2.2 (lokalne):

23



- \/10 ﬂ'l 22 A n 1 /

ool oD @ﬁﬁ)[@ —————

Mo =0 7y, H 1 Fhr ST M Hyso

2’Opo = /ulpl ﬂ“npn +lunpn _ﬂ’n—lpn—l +lun+1pn+1

Slika A.5.2.1. Globalne diferencne jednacine
_ T — —_—
— - —~ ~
/ \

ﬂz /17172 ﬂ’n—l \%n /1,”1

= 0 \ ~ ﬂl 2 /u3 /un—l lun lun+1 /un+2
$ /
~ -
~— —
—_— . — _
/IOPO =HD - = ﬂ')zpn =HiaPun

Slika A.5.2.2. Lokalne diferencne jednacine

A.5.3. Verovatnode stanja u stacionarnom reZimu

Na osnovu lokalnih diferencnih jednac¢ina mozemo da pisSemo sledeci sistem jednacina:

0= 1,p,
/10
APy =Py = P =—D,
H
ﬂ’l 2’1/10
AP =P, =Py =—D =——D, (A.5.3.1)
Hy Hay
A A
AyiPut = H,D, = P, ==—"——p,
My e Hy By
Takode, vazi relacija
D Al = D H,D, (A.5.3.2)
=0 n=0

koju dobijamo ako saberemo sve lokalne diferencne jednaine. Takode znamo da zbir svih
verovatno¢a mora biti jednak 1 (sistem se mora na¢i u nekom stanju):

> p, =1 (A.5.3.3)
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Na osnovu (A.5.3.1) 1 (A.5.3.3) imamo da je verovatnoca stanja n =0:

1

1+iﬁ£ (A.5.34)
n=l i=l M;

Py

A.6. M/M/m sistemi

Kod ovih modela korisnici dolaze po Poissonu (kao Poissonov tok) sa parametrom A.
Sistem je sa beskonacnom cekaonicom i m servisera (sistem beskonacnog kapaciteta). Proces
obrade korisnika je po eksponencijalnoj raspodeli sa parametrom . Disciplina posluZzivanja je
FCFS. Specijalni slucajevi ovih sistema su M/M/1 (jedan serviser) i M/M/co (beskonacno
servsera) sistemi. Jedan M/M/m sistem je prikazan na slici A.6.1.

servisni sistem

;>@—> )
L»Qu)—»

korisnici korisnici

| >
A : y=2
|

G

¢ekaonica m servisera
(beskonacna)

\/

M/M/m sistem
Slika A.6.1. M/M/m sistem

Dijagram toka za M/M/m sistem je prikazan na slici A.6.2.

Slika A.6.2. Dijagram toka za M/M/m sistem

Mozemo uociti da vrednosti x, linearno rastu do stanja m, a potom ostaju konstantne. To

je usled toga Sto u stanju i <m je zaposleno ukupno i servisera, a ostali su bez posla i usled toga
radionica radi sa ukupnom snagom iu . Za slucajeve i > m svi serviseri su zaposleni, i postoje
korisnici u ¢ekaonici pa radionica radi ukupnom snagom my nezavisno od broja korisnika u
¢ekaonici.
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Dalje, za ovaj sistem na osnovu dijagrama toka mozemo pisati sistem lokalnih jednacina
(napomena: na slici A.6.2 su oznacene konture za prve dve lokalne jednacine):

A
up, = Apy, = p, :;po

A A
2up, = Ap, = p, =Zp1 =ﬁp0
A A
3up; = Ap, = p, 251?2 Zﬁpo
p (A.6.1)
mﬂpm:/lpm—l:pm: ' mpo
m!
/fLmH
m/upmﬂ =/1pm :>pm+1 =ﬁp0
m-m!u
ﬂ/ﬂ
MUp, = AP,y = Py =— Py
m""m! u

Na osnovu (A.6.1) moZemo napisati opsti izraz:

mp)' "
P, =¥po =— Py, lsn<m
n! n!

mm n An
p, = ml|0 Do = T Do, N >m

1 ' i (A.6.2)
pP=—"

mu
4=t

U

Parametar p oznacava iskoriS¢enje servisera ($to je p veée serviseri su vise iskorisceni tj. veci
deo vremena su zauzeti obradom korisnika, a manje vremena su slobodni bez posla). Parametar
A oznacava ponudeni saobracaj i jedinica za 4 je Erlang (E).

Iz uslova (A.5.3.3) nalazimo verovatnocu da je sistem prazan, p,:

m—lAn mm

Epn=1:> T —pot Ep”p():l
n=0 n=0 pl! m) n=m
= p, = 1 _ 1 (A.6.3)
A m" e, o wm A" om™ ]
+— 2z E— D —
n=0 n' m' n=m n=0 n' m| l—p
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Ukoliko je p>1 suma Z p" divergira pa je verovatno¢a p, =0 tj. sistem nikada nije

prazan, odnosno takav servisni sistem je nestabilan sistem. Da bi sistem bio stabilan mora biti
ispunjen uslov da je iskoriS¢enje servisera manje od 1 (serviser mora povremeno biti nezauzet tj.
sistem mora povremeno biti prazan). Stoga, ako je ispunjen uslov p <1, sistem je stabilan.

Verovatnoca cekanja P, je verovatnoca da korisnik po ulasku u servisni sistem mora da

¢eka tj. u tom momentu su svi serviseri zauzeti. Po definiciji je:
Fy=14, (A.6.4)

Kod sistema sa m servisera ocigledno je verovatno¢a c¢ekanja jednaka zbiru verovatnoca da
korisnik po ulasku u sistem zatekne sve servisere zauzete (stanje sistema je vece ili jednako m).
Posto je kod M/M/m sistema tok dolazaka Poissonov to znaci da vazi osobina PASTA pa je
q, = P, pase (A.6.4) mozZe dalje razviti:

_ © _ 0 _m_m pm
PQ_ngmqn_ngmpn_ m! l_ppo
'(/11'") : (A.6.5)
mi\l—
= PQ = el An Zm = E2(m’A)

P
=0 n! - mi(1-p)
gde je sa E,(m, A) oznaéena Erlangova C formula.
A.6.1. Srednje vrednosti

Srednje vreme servisiranja 7 je srednje vreme eksponencijalne raspodele jer je
servisiranje kod M/M/m sistema po eksponencijalnoj raspodeli :

1
Ty =— (A.6.1.1)
Y7,
Na osnovu Littlove teoreme imamo da je srednji broj korisnika u radionici:
A
NS:ETS:;=A (A.6.1.2)

Srednji broj korisnika u ¢ekaonici N, je:
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0 0 m ® n—m
_ mpm p § npn _ m m p p§ npn_l _ mpm p p § i(pn):
= 1 =0 m! =0 dn
A.6.1.3
m! Do dn =1 m! o dn\1-p m! Po (1-p)
__P
R
Na osnovu Littlove teoreme je srednje vreme Cekanja korisnika 7}, :
N, P
T, =—2__P "0 (A.6.1.4)

=3 152
Srednji broj korisnika u sistemu N je jednak zbiru srednjeg broja korisnika u radionici
Ny icekaonici N, :
N=N, +N.=dA+- L p (A.6.1.5)
0 s -0 .6.1.
Srednje vreme zadrzavanja korisnika u sistemu 7' je jednako zbiru srednjeg vremena
¢ekanja T, isrednjeg vremena servisiranja korisnika 7 :

P, 1
T=T,+Ty =L 24— (A.6.1.6)
l-p A u

IdentiCan izraz smo mogli dobiti i upotrebom Littlove teoreme i izraza (A.6.1.5) za srednji broj
korisnika u sistemu M.

A.6.2. Burkeova teorema

Burkeova teorema dokazuje da za M/M/m sistem vazi viSe interesantnih tvrdnji, od kojih
ovde bez dokaza navodimo sledecu:

Tok odlazaka korisnika je Poissonov sa protokom A.

Treba imati u vidu da vreme izmedu dva odlaska zavisi od toga da li je u trenutku odlaska
sistem ostao prazan ili nije. Ako sistem nije ostao prazan, onda je vreme do slede¢eg odlaska
jednako vremenu posluzivanja. Medutim, ako je sistem ostao prazan, onda vreme do sledeceg
odlaska je jednako zbiru vremena posluzivanja narednog korisnika i vremena za koje je sistem
ostao prazan. Zbog toga protok napustanja korisnika nije p, ve¢ A. A to je u skladui sa
principom konzervacije protoka.

Takode treba imati u vidu da tok odlazaka korisnika, iako Poissonov sa parametrom A,
nije identican toku dolazaka korisnika. Najznacajnija razlika je u tome S§to su vremena
meduodlazaka korelisana sa vremenima obrade, $to nije slucaj kod tokova dolazaka.
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A.6.3. Gustina raspodele vremena ¢ekanja u ¢ekaonici

U ovoj sekciji odredujemo raspodelu vremena [, koje korisnik provede u ¢ekaonici

sistema M/M/m, tj. vremena koje protekne od trenutka dolaska korisnika u sistem do trenutka
odlaska u radionicu. Pri naSem razmatranju pretpostavljamo da je disciplina ¢ekanja tip FCFS
(First Come First Served).

Posmatrajmo prvo vreme Cekanja 7,(n) 'novog' korisnika koji u trenutku dolaska u

sistem zatekne n 'starih' korisnika. Ako je n<m, onda je ocigledno da ¢e 'novi' korisnik oti¢i u

radionicu bez zadrzavanja u Cekaonici. Drugim re€ima ¢,(n <m) =0, a verovatnoca da se to
m—1

dogodi iznosi an , gde je g, verovatnoca da u sistemu ima n zatecenih korisnika (kod M/M/m
n=0

sistema vazi osobina PASTA pa je ¢, =p,). Ak oje n=m, 'novi' korisnik ceka (saglasno
disciplini FCFS) da obradu zavrSi jedan od korisnika koji se nalazi u radionici, a zatim i
preostalih n-m korisnika koji se nalaze u c¢ekaonici. Vremena obrade ovih korisnika su
medusobno nezavisna i imaju eksponencijalnu raspodelu sa parametrom mu, tako da je vreme
¢ekanja 'novog' korisnika slu¢ajna promenljiva sa Erlangijanovom raspodelom koja glasi:

n—-m

(/umx) M oo Hmx

WtQ(n) (x) = Hm (l’l m)| (A631)

Odgovaraju¢a kumulativna verovatno¢a ima oblik :
n—-m

()™
O,y (1) =Pritg(n) <1} = jum v (A63.2)

Kumulativna verovatno¢a vremena cekanja, koja je nezavisna od broja zateCenih
korisnika, ocigledno ¢e biti:

(pmx)"™ s
t)=Prit,(n 0+2Prtn<t n—zn+znj e "™dx
Q,, @) =Prit,(n) =0} {t,(n) <tiq q e — (A633)
Za M/M/m sistem vazi PASTA osobina pa stoga imamo:
», mp)"
n!
49, =P, =
PoP" nzm
-1
m1(mp)"  (mp)" 1
gy = po = g( p)" , (mp)
n=0  p! m 1-p
A (A.6.3.4)
p=—
mu

Smenom u (A.6.3.3) i posle sledeceg izvodenja, nalazimo:
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m

(lumx) e—,umx dx

m—1 0 anm
Q,()=Xp,+ X pp ] L pm (n—m)!
Z pop I,Lﬂ’l’l (mx) e M e = }lun/lefymxpo m § (lLlI’I’lX) pndx —
m! o (n—m)! 0 m! n=m (n—m)!

— j-/l’m/le_/m‘cp() (mp) %O: (ﬂmX) pn—mdx —
0 m!  r=m (n—m)!

0 m! =0 pl

( primena Taylorovog razvoja e = %0 (x)| ]
n=0 pl

L e (mp)”

=[ume " p,~———e""dx = }ume_”’”x(l_”)po (mp) dx =
0 m! 0 m!
= ump Mie#’mx(l_p)dx: Lmp (mp)m 1 (l_e—m(l—p)-t): (A.6.3.5)
Doml oo *m! ym(l - p)

, (mp)’”( ! )(1 e 0 ) p (1 e mio))

=0,0="p,+By1-e ")
=0,0= Z PatFy—Fp e PN =
= Z N Z p,—F,e —nliopht _ D, — PQe""”(l‘p)‘f =1—PQe""’”(l‘p)"

n=0

=0, ) =1-Pe """ t20

9, (t)=0 t<0
Odavde dalje sledi:
do, ()
)= 0 =l=p _ —pm(1-p)t
w,, (¢) 4 [1-7, J50)+ mp, (1= pe (A.6.3.6)

Sto predstavlja trazenu raspodelu.

Ako nas interesuje raspodela vremena zadrzavanja u celokupnom servisnom sistemu ona
se dobija na slede¢i na¢in. Vreme zadrzavanja korisnika u radionici je u stvari vreme obrade
korisnika, a ono ima eksponencijalnu raspodelu:

w(t)=p-e™ ,t>0 (A.6.3.7)

Vreme zadrZavanja korisnika u servisnom sistemu je slucajna promenjiva koja
predstavlja zbir sluCajne promenjive koja predstavlja vreme ¢ekanja korisnika u Cekaonici ¢, 1

sluajne promenjive koja predstavlja vreme obrade korisnika u radionici ¢;. Gustina raspodele
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slucajne promenjive koja predstavlja vreme zadrzavanja korisnika u sistemu je onda konvolucija
gustina raspodela w, (¢) i W, (¢):

w, (t): iw,q (u) W, (t—u)du =

I
oS —~

1= P, 5@y ue ™ du + (I) pmP (1= pe P ey —

,U[l —PQ]e_w + ,uszQ (1 —p)}e_”['"(l_p”]”e_”’du =
0
1
=Bl By (1 ple (e ) (A633)
[ Q]e Q( )e ,u[l—m( ( )

pmP,(1-p) (emmt-rh — s )=

[i-m(1-p)]
—PQ Myl 2~ e
i ﬂ(l =m0 —p)]Je [1-m(1-p)]

A.6.4. Primeri primene

:,u[l—PQ]e"" +

Jedan od primera primene je analiza prenosa jedinica podataka preko nekog linka izmedu
dva komunikaciona ¢vora pri ¢emu pretpostavljamo da su baferi dovoljno veliki da ne moze da
dode do gubitaka. Pri tome, takode pretpostavljamo da jedinice podataka pristizu kao Poissonov
tok, a duzina jedinice podataka je u stvari koli¢ina posla koja treba da se obradi i pretpostavljamo
da duzina jedinice podataka ima eksponencijalnu raspodelu. Veza izmedu dva komunikaciona
¢vora je prikazana na slici A.6.4.1.

Prijemni
Otpremni bafer bafer
1z drugih
¢vorova
1 C/m [b/s]
J\ 2 C/m [b/s] /&
l
l
m C/m [b/s]
A B

Slika A.6.4.1. Veza dva komunikaciona ¢vora

Ukupan kapacitet linkova izmedu dva posmatrana komunikaciona ¢vora je C [/b/s/, a broj
linkova je m, p1 ¢emu su sviistih k gaciteta. Tada za analizu ovog sistema u zav snosti od
multipleksiranja jedinica podataka koristimo jedno od slede¢a dva modelovanja posmatranog
sistema:

¢ Sistematsko multipleksiranje — Model se sastoji od m M/M/1 sistema

o Statisticko multipleksiranje — Model se sastoji od jednog M/M/m sistema
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Za slucaj sistematskog multipleksiranja svaki link ima svoj bafer u koji se smestaju
korisnici tj. jedinice podataka. Jedinice podataka koje treba da se proslede prema
komunikacionom ¢voru B se prosleduju na neki od m linkova sa podjednakom verovatno¢om
koja iznosi //m. Tako da je protok podataka ka svakom linku A/m, gde je A protok podataka ka
komunikacionom ¢voru B. Mo¢ servisera tj. linka je C/m. Tako da ovde imamo m M/M/I
sistema. Ovaj slucaj je prikazan na slici A.6.4.2.

u=Clm
T VIR S
| \__/
Alm — 12 7\
1 A e C/m
U >KaévoruB
I
I
!
Alm —m 7\
m
g & /
Raskrsnica

Slika A.6.4.2. Sistematsko multipleksiranja

Kod statistickog multipleksiranja imamo jedan zajednicki red ¢ekanja za svih m linkova
tako da ¢im jedan link postane slobodan jedinica podataka se prosleduje ka njemu. Ovde je
protok podataka u sistem A, a mo¢ servisera je i dalje C/m. Tako da ovde sistem modelujemo sa
M/M/m sistemom §to je prikazano na slici A.6.4.3. Ono Sto analiza pokazuje jeste da je slucaj
statistickog multipleksiranja povoljniji sa stanovista srednjeg zadrZavanja u sistemu iz prostog
razloga $to se kod njega nikad ne moZze desiti da postoji korisnik koji ¢eka, a da pri tome postoji
slobodan link, dok kod sistematskog multipleksiranja se to moze desiti jer korisnik posto je
prosleden na neki link ne moZe viSe da se prebaci na drugi slobodan link, ve¢ mora da ¢eka u
redu za link na koji je rasporeden.

u=Clm

L O—
2 > Ka ¢voru

B

y,

Slika A.6.4.3. Statisticko multipleksiranje

Takode se pokazuje da je bolje imati jedan link kapaciteta C, nego m linkova ¢iji ¢e
ukupni kapacitet biti takode C, sa stanoviSta srednjeg vremena zadrzavanja korisnika u sistemu
Sto ¢e biti pokazano nesto kasnije u okviru ove sekcije.
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Primer 1. U jednoj posti postoji 5 Saltera za rad sa korisnicima, pri tome korisnici dolaze
u postu Poissonovim tokom sa parametrom A = 80 kor./h. Radnice na Salteru vrSe uslugu
korisnika po eksponencijalnoj raspodeli pri ¢emu u proseku jedna radnica moze da usluzi 20
korisnika u jednom ¢asu. Koliko je srednje vreme ¢ekanja korisnika da dode na Salter ako:

a) postoji jedan zajednicki red ¢ekanja za sve Saltere, pri cemu je disciplina ¢ekanja FCFS.

b) svaki Salter ima svoj red ¢ekanja, pri ¢emu svi redovi ¢ekanja imaju podjednaku verovatnocu
da ¢e korisnik stati u njih. Disciplina ¢ekanja je takode FCFS.

ReSenje:
Mo¢ obrade jedne radnice na Salteru je x = 20 kor./h.

a) U ovom sluc¢aju imamo M/M/5 sistem koji je prikazan na slici A.6.4.4.

—@—>
—(u)—
ﬁ_,g@_,
—()—>
—@—>

Slika A.6.4.4. M/M/5 servisni sistem
Na osnovu formula (A.6.3) i (A.6.5) imamo:

po{éo(s”)"+(5”)5 1 } _ L

! S 1-p| 77
A4 (A.6.4.1)
10=_=_
Y7
55 128
Fo="g 1,703 A6.42
-5 (A.6.4.2)

gde su py verovatnoca da je sistem prazan, a Py verovatnoca ¢ekanja korisnika.
Srednje vreme ¢ekanja korisnika T nalazimo na osnovu (A.6.1.4).
P
T,=—-"2 -1.662 min.
l-p 4 (A.6.4.3)

b) U ovom slu@ju imamo 5 nezavisnih M/M/1 sistema pri ¢emu se protoci A’ u ove
sisteme dobijaju na osnovu osobine razdvajanja Poissonovog toka pri ¢emu se razdvajanje
korisnika vrsi na osnovu podjednakih verovatnoca kao $to je prikazano na slici A.6.4.5.
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A=

A
m

Slika A.6.4.5. Pet M/M/1 sistema

Posto su svi Salteri (tj. njihovi redovi cekanja) podjednako verovatni sledi da je
A’=A/m=16kor./h.

Srednje vreme ¢ekanja T je:

5
TQ ZEIPRI‘ 'TQi
P, =1/5i=1.5 (A.6.4.4)

Pr; je verovatnoca da ¢e korisnik stati (biti rasporeden) da ¢eka kod Saltera i, a Tp; je srednje
vreme ¢ekanja korisnika u redu za Salter i. Posto su svih 5 M/M/1 sistema jednakih karakteristika
onda je T; isto za sve Saltere pa odatle zaklju¢ujemo na osnovu (A.6.4.4) da je Tp;= Tp.

Na osnovu formula (A.6.3)1(A.6.5) imamo za jedan M/M/1 sistem:

1

pO = 1 — p = g
A4 (A.6.4.5)

Y7
PQ = LPO = i
1-p 5 (A.6.4.6)
Primenom formule (A.6.1.4) nalazimo:
P
T, = P72 _ 12 min.

l—-p A (A.6.4.7)

1 odatle zaklju¢ujemo da je srednje ¢ekanje korisnika 7 = 12 min. Na osnovu ovog rezultata
vidimo da je statisticko multipleksiranje znacajno bolje.

Primer 2. U ovom primeru ¢emo generisati krive zavisnosti srednjih vremena ¢ekanja,
servisiranja 1 zadrzavanja u sistemu od broja servisera m, pri ¢emu je ukupna mo¢ servisera
konstantna  (mu = const.). Za primer su uzete konkretne vrednosti A=1kor./s,

mu=12kor./s, a broj servisera m je uzet u rasponu od 1 do 20. Dobijeni grafici su
predstavljeni na slikama A.6.4.6- A.6.4.8.
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Zavisnost srednjeg wvemena cekanja Tq od broja senisera m
4.5 T T T T T T T T T

Srednje vreme cekanja Tq
w
T

25

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Broj senisera m

Slika A.6.4.6. Zavisnost srednjeg vremena ¢ekanja od broja servisera

Zavisnost srednjeg wemena senisiranja Ts od broja servisera m
18 T T T T T T T T T

10 .

Srednje vreme servisiranja Ts

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Broj senisera m

Slika A.6.4.7. Zavisnost srednjeg vremena servisiranja od broja servisera
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Zavisnost srednjeg wemena zadrzavanja u sistemu T od broja senisera m
20 T T T T T T T T T

Srednje vreme zadrzavanja u sistemu T

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Broj senvisera m

Slika A.6.4.8. Zavisnost srednjeg vremena zadrZavanja u sistemu od broj servisera

Sa slike A.6.4.6 vidimo da je srednje vreme ¢ekanja sve manje i manje kako je broj
servisera ve¢i, medutim, posSto su serviseri pojedinacno sve manje moci kako je broj servisera
veci onda je srednje vreme obrade korisnika sve vece i1 vece (slika A.6.4.7). Kako srednje vreme
obrade korisnika brze raste u zavisnosti od m, nego S§to srednje vreme Cekanja opada onda
ukupno srednje vreme zadrzavanja u servisnom sistemu raste sa porastom m, kao Sto se 1 vidi sa
slike A.6.4.8. Otuda konstatacija da je bolje imati jedan mo¢niji serviser, nego vise servisera iste
ukupne moc¢i sa stanoviSta ukupnog zadrzavanja u sistemu, jer iako se viSe ¢eka moc¢niji serviser
to nadoknaduje brzinom obrade.

A.6.5. M/M/1 sistem

M/M/1 sistem se u praksi veoma Cesto koristi za modeliranje telekomunikacionih sistema
ili njihovih delova, pa ¢e u okviru ove sekcije biti dati izrazi za sve relevantne parametre M/M/1
sistema. Svi izrazi u ovoj sekciji su dobijeni iz opStih izraza za M/M/m datih prethodno u okviru
ovog potpoglavlja, pri cemu je broj servisera m podesen na vrednost 1.
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y7i
Po=1-p
Fo=1=-py=p
TS=l;NS—A
2 (A.6.5.1)

l-pu l-p
oLyl A

H—A H—A
w,, ()= (1= p)5(0)+ up(l- ple """, 120

A.7. M/M/m/K sistemi

M/M/m/k sistemi takode podrazumevaju Poissonov tok dolazaka u sistem sa parametrom
A, eksponencijalnu raspodelu vremena obrade korisnika sa parametrom g, m servisera i

kona¢nu cekaonicu sa k—m mesta. Disciplina posluzivanja je FCFS. Sistemi konacnog
kapaciteta su po prirodi stabilni jer kod njih ne moze do¢i do nagomilavanja beskona¢nog broja
korisnika, ve¢ je to regulisano kroz mehanizam odbijanja korisnika. M/M/m/k sistem je prikazan
na slici A.7.1.

M/M/m/k

(k-m) mesta 14@_

2
—(— %
¢ekaonica | ——>
I
I
l A

Dijagram toka za M/M/m/k sistem je prikazan na slici A.7.2 (na slici A.7.2 su obelezene
konture za prve dve lokalne jednacine). Kod M/M/m/k sistema imamo usled kona¢nog kapaciteta
sistema 1 gubitke korisnika koji ¢ine tok izgubljenih korisnika protoka A, . Na ulazu u sistem se
nalazi portir koji radi po principu ako ima mesta u sistemu korisnik se propusta, a ako nema
mesta u sistemu onda se korisnik automatski (beskona¢nom brzinom odbija). To je na dijagramu
toka prikazano kao stanje k+1 koje teoretski postoji kad korisnik dode u pun sistem, ali posto

|A>

Slika A.7.1. M/M/m/k sistem
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portir radi beskonacnom brzinom praktino se sistem odmah vraca u stanje k tj. sistem se
beskonacno kratko vreme zadrzava u stanju k+1. Bitno je uociti da u sistem korisnici dolaze po
Poissonu, ali iza portira prema ¢ekaonici tok viSe nije po Poissonu §to se lako zakljuCuje iz
osobine razdvajanja Poissonovog toka. Takode ni tok izgubljenih korisnika nije Poissonov usled
istog razloga.

- =<

7
= N
v

Slika A.7.2. Dijagram toka za M/M/m/k sistem

Mozemo da piSemo lokalne jednacine za ovaj sistem na osnovu dijagrama toka sa slike
A7.2.

A
Up, = Ap, = p, =;po

A 22
2up, = Ap, = p, =Zp1 =?po
34y = Ap, = py = 2 py =
Hp3 = AP, p3_3yp2_3!/13 Dy
" (A.7.1)
MU, = APy = Py = — 0 D
m! 1
m+l
mzupmH = ﬂ“pm = pm+1 = ' m+1 pO
ﬂk
mup, =Ap, | = p; = ek Po
mmlu

Op = AP, = Py =0

Na osnovu (A.7.1) moZemo pisati opsti izraz:

mp)" A"
P, =@po= Py, 1<n<m
n! n!
mm n An
pn = m'L') po = m”_’”ml po, m<n< k
" ' (A7.2)
p=—
mu
A=
U
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Parametri p 14 imaju isto znacenje kao i kod M/M/m sistema.

Posto zbir svih verovatnoca stanja sistema mora biti jedan (sistem je uvek u nekom od
stanja) nalazimo verovatnocu da je sistem prazan p,:

k m-1 A" m" k.,
rp,=1=3—p+——32 p'p, =1
n=0 n=0 n' m' n=m
1 1 (A7.3)

= Po = n m = n m k

m1 A" m" k. , w1 A" m" 1-p

+— 2 p 2z — —
n=0 pl  m! n=m =0 pl m! l1-p

Verovatnoc¢a blokade P, je verovatnoca da se sistem nalazi u stanju & (sistem je pun) i po
definiciji je P,:
m _k m _k 1

P: = =
T gA"+£ 1= (A.7.4)

= n m l-p

Verovatnoc¢a izgubljenog korisnika P, se definiSe kao verovatnoca da korisnik po ulasku
u sistem zatekne da je sistem pun i po definiciji je P, :

P =q, (A.7.5)
Posto za M/M/m/k sistem vazi osobina PASTA onda je:
4y =Py > P, =F; (A.7.6)

Protok izgubljenih korisnika A4, je:
A, =P A (A.7.7)

Posto za celokupan sistem vazi zakon konzervacije protoka onda je y protok korisnika
na izlazu sistema:

y=A-2,=(1-P)A (A.7.8)

Ponudeni saobracaj je saobracaj koji korisnici nude servisnom sistemu, ali posto je ovo
sistem sa gubicima sav saobracaj koji je ponuden se ne ostvaruje, ve¢ samo deo. Zato se definiSe
veli¢ina A, koja predstavlja ostvareni saobracaj i definiSe se kao:

a4 =L -20-P)=a0-P) (A.7.9)
IR
Dalje ¢emo posmatrati specijalan slucaj, a to je sistem M/M/m/m (sistem bez ¢ekaonice).
Sistem M/M/m/m se u literaturi naziva i Erlangov model. Erlangov model je narocito koris¢en u
okviru klasicne telefonije za modelovanje telefonskog saobracaja. Za verovatnoce stanja ovog
sistema imamo formulu na osnovu (A.7.2):
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Do Do, 1<n<m
! !
A
p=— (A.7.10)
mu
4=t
Y7

(A.7.11)
n=0 n'
Formula za verovatnoce stanja p, sistema M/M/m/m se jo§ naziva i Erlangova raspodela
I reda: E| (n,m,A), n=0,1,.,m.

Verovatnoca blokade je sada:

; (A.7.12)
n 4
2

Formula (A.7.12) se naziva Erlangova B formula. Za ovu formulu postoji i iterativna
verzija formule:

El(m,m,A)E El(m,A)

E,(m. A)= AE,(m—1, 4)
BT i+ AE, (m—1,4)

(A.7.13)
E (0,4)=1

Za protok korisnika na izlazu iz sistema y po definiciji imamo da je:

Y= 4,p, = nup, =y np, = uNg (A.7.14)
n=0 n=0 n=0

N je srednji broj korisnika u radionici tj. srednji broj angazovanih servisera. Za ostvareni
saobracaj A imamo da je:

7:ﬂNS

7"

A, =

= N (A.7.15)

Srednje vreme servisiranja 7 je 1/u jer je obrada korisnika po eksponencijalnoj
raspodeli sa parametrom . PoSto sistem nema Cekaonicu onda je srednji broj korisnika u

¢ekaonici nula, a isto vazi i za srednje vreme Cekanja korisnika (korisnik ili odmah ulazi u
radionicu ili biva odbijen):
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: (A.7.16)

Ng =T :ﬂ“(l_PL)/,U:A(I_PL)

gde smo za N upotrebili Littlovu formulu. Oc¢igledno jedaje N=N; 1 T =T.

A.8. M/M/m/k/1 sistemi

Ovaj model takode podrazumeva Poissonov tok dolazaka u sistem sa parametrom A,
eksponencijalnu raspodelu vremena obrade korisnika sa parametrom u, m servisera, kona¢nu
cekaonicu sa k£ —m mesta i disciplinu posluzivanja FCFS. Jedina razlika u odnosu na M/M/m/k
sistem je da je broj potencijalnih korisnika konacan 1 iznosi /. Sistem M/M/m/k/l je prikazan na
slici A.8.1.

=TTttt T | Servisni

sistem (k-m) mesta 14@_

I I
I I
I I
: | : portir ¢ekaonica | >
l ! : l
I / I m
g =——
(lzvor 1!
\ 4
Slika A.8.1 M/M/m/k/1 sistem

Po ovom modelu vreme zadrzavanja korisnika u izvoru je slucajna promenjiva koja ima
eksponencijalnu raspodelu sa parametrom v . U zavisnosti od odnosa izmedu parametara m, k i/
imamo sledece slucajeve:

e 1</<m, uovom slu¢aju imamo sistem u kom nema odbijenih korisnika i u kom
nema ¢ekanja na servis

e m<I[<k,uovom sistemu nema odbijenih korisnika, ali se moze desiti da korisnici
moraju da ¢ekaju

e [>k,uovom sistemu moze do¢i do odbijanja korisnika

U nastavku ¢emo posmatrati specijalan slu¢aj M/M/m/m/1 koji predstavlja Engsetov
model (pretpostavljeno je da je /> m). Bitna napomena je da za ovaj sistem ne vazi osobina
PASTA. Ukoliko je />>m onda se ovaj sistem moze aproksimirati Erlangovim modelom
M/M/m/m.

Dijagram toka za Engsetov model je dat na slici A.8.2 (obelezene su konture sa prve dve
lokalne jednacine).
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Slika A.8.2 Dijagram toka za M/M/m/m/1 sistem

Na osnovu dijagrama toka sa slike A.8.2 mozemo da piSemo lokalne jednacine:
Iv [
up, =lop, = p, :Zpo =14 [Po

I-1 (11> i
2w2=(1—1)vp1:>p2=( )Up1= ( Z)U po=( Jrzpo

2u 2u 2
[-2)v Il -1)1-2)° !
3ups = (1= 2)vp, = ps :(3—)]72 A 3),( 3 ) Py =@r3po
# H (A.8.1)
-1)--(I-m+1p" [,
mup, :(l—m+1)l)pm_l =>p, = ( ) (' - ) Do :( ]r Do
m!u m
OopmH = (l _m)l)pm = pmH = O
v
r=—
7
Na osnovu (A.8.1) moZemo napisati opsti izraz za verovatnoce stanja p, :
Z n
P, :( Jr Do, n=012,...m (A.8.2)
n

Posto zbir svih verovatnoca stanja sistema mora biti jedan (sistem je uvek u nekom od

stanja) nalazimo verovatnocu da je sistem prazan p,:

1

nZ(;pn 1= Z(;( j ,=1=p, = i(; jrn (A.8.3)

n=0 n

Na osnovu (A.8.2) 1 (A.8.3) imamo da su verovatnoce stanja p, predstavljene formulom:

.
n
n=012,.,m (A.8.4)

i=0 \ !

Formula (A.8.4) predstavlja Engsetovu raspodelu.



Za verovatnoce stanja sistema koja zatekne korisnik po ulasku u sistem ¢, imamo:

q, = = = =D, (l_l)
z /AR m(=1) . 8.
$ap, [ },, z@( j’”’ (A.8.5)

Na osnovu (A.8.5) imamo da je ¢, (/)= p,(I—1), pa vidimo da u ovom sistemu osobina
PASTA ne vazi.

Za intezitet ponudenog saobracaja A imamo po definiciji:

(A.8.6)

Za intezitet ostvarenog saobrac¢aja 4 imamo na osnovu izraza (A.7.14) 1 (A.7.15):

. m, m, ) i / m /-1 i
AS:NS:E{Z}:AZOlpI.:AZOlpO == r
i= i= 1 m

g (I_Jrf izl §—1
Jj=0 J

)
5[0y

Verovatnoc¢a gubitka korisnika P, je:

-1\
’
m A— A

P = = = A.8.9
)3 I
i=0 \_ !

Napomenimo da i dalje vazi relacija 4 = A(l - PL), kao §to se uostalom vidi iz (A.8.9).

(A.8.7)

Verovatnoc¢a blokade P, je:

PB :pm = (A88)

Takode, posto u Engsetovom modelu nema ¢ekaonice, srednje vreme ¢ekanja Ty, kao 1 srednji
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broj korisnika u ¢ekaonici Ny su jednaki nuli. Oc¢igledno, i u Engsetovom modelu vazi da je
N=N; 1T =T, pricemu za Ts 1 Ny vaze izrazi datiu (A.7.16).

A.9. M/G/1 sistemi

Model M/G/1 predstavlja sistem sa ¢ekaonicom beskona¢nog kapaciteta i sa radionicom
koja ima jednog servisera. Korisnici dolaze u sistem formirajuc¢i Poissonov tok sa protokom 4, a
vreme obrade korisnika je slucajna veli¢ina proizvoljne (generalne) raspodele i srednjom
vrednosti //u. Tok dolazaka nezavisan je od vremena posluzivanja. Takode, vremena
posluzivanja razliitih korisnika su medusobno nezavisni procesi. Disciplina posluzivanja je
FCFS. Ovaj model je veoma Cesto koriS¢en u praksi za modeliranje telekomunikacionih sistema.

Analiza modela M/G/1 je veoma slozena. Zbog toga ¢emo posmatrati samo najvaznije
veli¢ine koje odreduju performanse sistema. U ovom slucaju to su srednji broj korisnika u
sistemu N i srednje vreme zadrzavanja korisnika u sistemu 7. Postupak je sledeci:

o koriste¢i Pollaczek-Khinchinovu formulu prvo racunamo srednje vreme ¢ekanja Tp;

e vreme zadrzavanja korisnika u sistemu jednako je zbiru vremena ¢ekanja i vremena
servisiranja, tj.: T=T, +Ts =T, +1/ u ;

e koriste¢i Littleovu formulu ra¢unamo srednji broj korisnika u sistemu N =A4-T ;

e srednji broj korisnika u sistemu mozemo da odredimo i koriste¢i formulu
N=N,+Ngpricemuje N,=4-T, i Ng=A-Tg=A/u=p.

Kao §to ¢emo pokazati u sekciji koja se odnosi na Pollaczek-Khinchinovu formulu, za
odredivanje vremena ¢ekanja potrebno je da poznajemo pored srednje vrednosti i drugi moment
(ili varijansu) vremena posluzivanja.

A.9.1. Pollaczek-Khinchinova (P-K) formula

Posmatrajmo M/G/1 model servisnog sistema. Pollaczek i Khinchin su pokazali da vazi
formula:

T AT .

¢ 2(1-p)’

gde je Tp prosecno vreme zadrzavanja korisnika u ¢ekaonici, 7 i 7% su srednja vrednost i srednja

kvadratna vrednost vremena posluzivanja korisnika, a A je protok dolazaka korisnika u sistem.

Podrazumeva se da je sistem stabilan i da vredi disciplina ¢ekanja FCFS (“ko prvi dode prvi je

posluzen”). Napomenimo da za ovaj sistem vaZze sledece dve osobine: (i) konzervacija protoka
(A=) tj. korisnici napustaju sistem sa istim protokom sa kojim i dolaze u sisterfii) PASTA

(- gn = pa)-
P-K formula moZze se izvesti na razli¢ite nacine. Nacin koji ¢emo ovde prikazati sastoji se
iz dva “koraka”. U prvom koraku odredujemo 7o u funkciji srednjeg rezidualnog vremena

posluzivanja Tz. To je posecno preostalo vreme posluzivanja (obrade) korisnika koji se ve¢
nalazi u radionici, a koju “novi” korisnik “vidi” pri dolasku u ¢ekaonicu sistema. Ako sa Np

p=AT (A9.1.1)
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oznafimo prosecan broj korisnika koji pri tome nas§ “novi” korisnik zatice u ¢ekaonici, onda
mozemo da piSemo:

T,=T,+N,T, (A.9.1.2)

pri ¢emu 7, =7 oznaCava prosecno vreme posluzivanja korisnika. Imajué¢i u vidu da vredi
Littlova formula:

u izrazu (A.9.1.2) mozemo da eliminiSemo Ny , a zatim nalazimo:
T, -
0 ZE; p=ATl, =41 (A9.14)

Dobijeni izraz predstavlja rezultat koji smo nameravali da dobijemo u prvom koraku
izvodenja P-K formule.

U drugom delu dokazivanja P-K formule potrebno je da izrazimo 7% preko veli¢ina koje
karakteriSu M/G/1 model. Da bi to postigli, posmatrajmo prvo dijagrame na slici A.9.1.1. U
gornjem delu dijagrama prikazani su brojacki proces odlazaka korisnika iz ¢ekaonice u radionicu
sistema S(7) i brojacki proces odlazaka korisnika iz radionice D(¢). U donjem delu dijagrama
prikazana je trenutna vrednost preostalog vremena posluzivanja tz(#). Vidimo da je to funkcija
koja se sastoji od pravouglih jednakokrakih trouglova ¢ije katete su jednake vremenu servisiranja
ts(7), pri cemu i oznacava redni broj korisnika.

S(1), D(1) 4 S() \

D)

\ A

tR(t)“
ZOHENNANLN

1503)

Slika A.9.1.1. Procesi koji karakteriSu M/G/1 model.

\ A

Pretpostavljamo da vazi:

lim@ = lim@ =A=y (A.9.1.5)
t—© t—
Takode, pretpostavljamo da je #z(¢) ergodian proces, tako da mozemo da piSemo:
— 1
Ty =t,(1) = lim- j ¢ (u)du (A.9.1.6)
0

Mnozenjem i deljenjem sa D(¢) i imajuéi u vidu (A.9.1.5) takode mozemo da piSemo:
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1 t
T, = Alim——|t,(u)du A9.1.7
2 ,%D(t)gm (A9.1.7)

Posto odredeni integral geometrijski predstavlja povrSinu omedenu apscisom i
podintegralnom funkcijom, na osnovu donjeg dijagrama na slici A.9.1.1,vred1:

1 _ 1 () 5. ~
Do =M= 500 {% £ (0) + 15 (S(0))is (S(t))} (A.9.1.8)

gde je sa 7,(i) oznagen deo vremena #s(i). Vidimo da pri uslovu ¢ — oo izraz (A.9.1.8) postaje
polovina srednje kvadratne vrednosti vremena servisiranja, tako da dobijamo:
ﬂ _—

T, =572 (A.9.1.9)

¢ime je zavrSen drugi korak izvodenja. Posto (A.9.1.9)u wstimo u (A.9.1.4) dobijamo P-K
formulu (A.9.1.1).

A.9.2. Komparacija M/M/1 i M/D/1 sistema

Koriste¢i dobijene formule za M/G/1 sistem, moZzemo da uporedimo M/M/1 1 M/D/1
sisteme sa jednakim srednjim vremenom posluzivanja 7T, =1/ .

U sluc¢aju M/M/1 sistema vreme posluzivanja ima eksponencijalnu raspodelu. U (A.6.5.1)
je dat 1 izraz za ukupno zadrzavanje korisnika u sistemu 7 =1/(x—A). Identi¢an izraz smo

mogli dobiti i zbirom srednjeg vremena posluzivanja i srednjeg vremena ¢ekanja dobijenog

primenom P-K formule. Pri tome, za eksponencijalnu raspodelu vazi da je 7> =2/ u”.

U slucaju M/D/1 sistema vreme posluzivanja je konstantno. Varijansa vremena

posluzivanja jednaka je nuli, pa je 7° =7 =1/ u°. Primenom P-K formule za odredivanje

srednjeg vremena ¢ekanja, a potom sabiranja srednjih vremena ¢ekanja i1 posluzivanja, dobijamo
ukpuno vreme zadrzavanja korisnika u sistemu: 7=(1- p/2)/(u— 1), pricemuje p=A1/ u.

Vidimo da je, pri jednakoj srednjoj vrednosti, zadrzavanje u M/D/1 sistemu manje od
zadrzavanja u M/M/1 sistemu. To je logi¢an rezultat, ako se ima u vidu da zadrzavanje zavisi od
varijanse vremena posluzivanja. Zapravo, M/D/1 sistem ima najmanje moguce zadrZavanje
korisnika. Sa druge strane mnogi realni procesi imaju varijansu manju od procesa sa
eksponencijalnom raspodelom. U tim slu¢ajevima, primenom modela M/M/1 dobija se procena
gornje granice vremena zadrZavanja u sistemu, a primenom M/D/1 modela, o¢igledno, dobija se
procena donje granice vremena zadrzavanja u sistemu.
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